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1) 仮想仕事の原理を元とする．
2) 断面力－ひずみ関係より，

ひずみエネルギの存在を保証する．
3) 外力は死荷重と仮定する．
4) ひずみエネルギを変位で表し，全ポテンシャル

エネルギΠ をひずみエネルギU と外力のポテ
ンシャルエネルギV の和として定義する．

5) 最小ポテンシャルエネルギの原理は，幾何学的
境界条件を満足する変位の内，正解がΠ を最小
にすることを主張する．

概要1
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概要2

最小ポテンシャル
エネルギの原理

Π （v*）≧ Π （v）
v は正解のたわみ，
v*は幾何学的境界条件を
満足する任意のたわみ

全ポテンシャルエネルギ

Π =U+V

外力

断面力

変位

ひずみ

U

V

δ Π =δ (U+V) =0

外力のポテンシャル

ひずみエネルギ

Π の第一変分δ Π =0 より，
変位で表した釣合い式，力学
的境界条件が得られる 4



仮想仕事の原理から最小ポテンシャルエネルギの原理へ1

x

l

P

EI

( )v lδ
( ) ( )0 0 0v vδ δ ′= =

( )v xδ

仮想変位は幾何学的境界条件
とひずみー変位関係を付帯条
件とする．

( ) ( )0 0 0v vδ δ ′= = ( ) ( ) ( )( )v xx v xδφ δ δ ′′= −′′− 


= 


仮想仕事式は下式となることを⑨仮想仕事の
原理で示した．

( ) ( )
0 0

l l
P M M dxv dxl vδ δφ δ= ⋅ = ′′⋅ −⋅ ∫ ∫

上式を移項した下式を考える．

( )
0

0
l
M Pdx v lδφ δ⋅⋅ − =∫

左辺第1項のMに線形の断面力－ひずみ関係
を用いると下式が得られる．

( )
0

0
l
E vI Px ldδφ δφ ⋅ − ⋅ =∫
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仮想仕事の原理から最小ポテンシャルエネルギの原理へ2

ここで，下式を定義する．

( )
0

0
l
E vI Px ldδφ δφ ⋅ − ⋅ =∫

( ) ( )
2

0 2
l EIx dx P v lφΠ φ  ≡ − ⋅  ∫

さらに，ひずみ－変位関係を用い
ると下式となる．

( ) ( )
2

0 2
l EIvv x dx P v lΠ

′′
  = − ⋅  ∫

ここで，たわみの正解をvとし，幾何
学的境界条件を満足するたわみをv*と
して下式を考える．

下式を算定する．

[ ] [ ] [ ] [ ]

( ) ( ) ( )( )

( )

2

0

2

0

2

2

*

l

l

EI v v
dx P v l v l

EIv dx P v l

v v v v v

δ
δ

Π Π Π δ Π

 ′′+ = − ⋅ + 
  

′′ 
− − ⋅

=



− −


 

+

∫

∫

[ ] [ ]*v v vΠ Π δ= +

Π は全ポテンシャルエネルギである
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仮想仕事の原理から最小ポテンシャルエネルギの原理へ3

[ ] [ ] [ ] [ ]

( ) ( ) ( )( )

( )

( ) ( )
( ) 2

2

0

2

00

2

0

2

2

*

2

l

l

l

l

EI v v
dx P v l v l

EIv d

v v v v v

E

x P v l

Iv v dx P v l
EI v

dx

Π Π Π δ Π

δ δ

δ δ

δ

δ

δ

ΠΠ

 ′′+ = − ⋅ + 
  

′′ 
− − ⋅ 

 

− = + −

′′′′= − ⋅ +

≡

′

+

′

∫

∫

∫

∫

ここで，δΠ およびδ 2Π はそれぞ
れ，δv あるはその微係数の1次項，
2次項を集めたものである．

v は正解値であるから仮想仕事式
より δΠ =0となる．

また δ 2Π = で

あるから，下式が得られる．

( ) 2

0 2
0

l EI v
dx

δ ′′
≥∫

上式が，最小ポテンシャルエネルギの
原理の意味するところである．

[ ] [ ]*v vΠ Π≥

( )v vδ δ′′ ′′=

第一変分

第二変分
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仮想仕事の原理から最小ポテンシャルエネルギの原理へ4

最小ポテンシャルエネルギの原理

[ ] [ ]*v vΠ Π≥

幾何学的境界条件を満足する変
位の内，正解がΠ を最小にする
ことを主張する．

( )V P v l≡ − ⋅
2

0 2
l EIvU dx

′′
≡ ∫

Π を全ポテンシャルエネルギ
とよぶ

( ) ( )
2

0 2
l EIvv x dx P v lΠ

′′
  = − ⋅  ∫

上式で，
U:ひずみエネルギ（ひずみφ を

変関数とするものをたわみvであら

わしたもの）
V:外力のポテンシャル

全ポテンシャルエネルギは
下式となる．

Π =U+V
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最小ポテンシャルエネルギの原理

[ ] [ ]*v vΠ Π≥

幾何学的境界条件を満足する変
位の内，正解がΠ を最小にする
ことを主張する．

変分原理

Π は関数v(x)の関数（→汎関数）

↓
Π を最小にする関数v(x)を求める

↓
変分法の問題

従って，本サイトで解説する最小
ポテンシャルエネルギの原理等は，
変分原理と呼ばれる．

また，変分原理はしばしばエネル
ギ原理と呼ばれる．

鷲津久一郎先生は，「変分原理は
しばしばエネルギ原理とよばれるが，
変分原理はエネルギの法則ではない
ことに留意されたい．d とδ との相
違を了解されたい」と書かれている．
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汎関数Π を最小にする関数v(x)を
求める

最小ポテンシャルエネルギの原理より得られること1

↓
第一変分δΠ = 0

（一般の変分問題では汎関数の停留条件）

x

l
EI

OM

P( )w x

( )v l
( ) ( )0 0 0v v′= =

( )v x

( )v l′

全ポテンシャルエネルギは
下式となる．

( ) ( )

( )

2

0

0

2
l

l
O

EIvv x dx P v l

M v l w vdx

Π
′′

  = − ⋅ 

′− ⋅ − ⋅

∫

∫
上式で，上付き横棒は与えられ
た量であることを表している．
すなわち，力学的境界上での外
力である．
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最小ポテンシャルエネルギの原理より得られること2

( ) ( )

( )

2

0

0

2
l

l
O

EIvv x dx P v l

M v l w vdx

Π
′′

  = − ⋅ 

′− ⋅ − ⋅

∫

∫

( )

( )
0

0

l

l
O

EIv v dx P v l

M v l w vdx

δ δ

δ

δΠ

δ

′′ ′′ − ⋅

′− ⋅ − ⋅

= ∫
∫

[ ] IV
00 0

l llEIv v dx EIv v EIv v EIv vdxδ δ δ δ′′ ′′ ′′ ′ ′′′= − +∫ ∫

上式の右辺第1項は，部分積分を2度行うと
下式となる．

第一変分は下式となる．

注 第一変分のとり方

2

2
EIv EIv vδ δ

′′ 
′′ ′′= 

 
2

2
EId EI dxx x

 
= 

 

2 2

0 0

0

2 2
l l

l

EIv EIvdx dx

EIv v dx

δ δ

δ

′′ ′′   
=   

   

′′ ′′=

∫ ∫

∫
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最小ポテンシャルエネルギの原理より得られること3

[ ] IV
00 0

l llEIv v dx EIv v EIv v EIv vdxδ δ δ δ′′ ′′ ′′ ′ ′′′= − +∫ ∫
幾何学的境界条件 より， に注意すると，下式が
得られる．

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ){ } ( ) ( ){ } ( ) ( )

IV

0

IV

0

l
O

l
O

EIv l v l EIv l v l P v l M v l EIv w vdx

v l v lEIv l M EIv l P EIv w dxv

δΠ

δ δ

δ δ δ δ

δ

δ=

′

′′ ′ ′′′ ′− − ⋅ − ⋅ + − ⋅

′′ ′′′= − − + + − ⋅

∫
∫

第一変分 δΠ =0 が任意のδv に対して成立するために，下式が成立する必要がある．

V IVI 0 EIvI wE v w− = =⇒

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

0

0

O OEIv l M

EI

EIv l M

EIv

M l

Q lP l Pv l

 ′′ − = ⇒

 ′′′ +

′′− = −

= ′′= ′ =⇒ −

=

変位で表した釣合微分方程式

変位で表した力学的境界条件

( )M w′′⇐ = −
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ポイント1
1) ひずみエネルギU

2

0 2
l EIU dxφ

= ∫

梁の場合，単位長さ当たりのひずみエネルギU*を下式で定義する．

ひずみφで微分すると，力Mが得られるものとして定義したことになる．
2

*

0 0 2
EIU Md EI d

φ φ φφ φ φ≡ = =∫ ∫
梁全体ひずみエネルギUは，梁の長さ方向に上式を積分すればよい．

2

0 2
l EIvU dx

′′
≡ ∫

全ポテンシャルエネルギでのひずみエネルギの表記は，ひずみー変位関係を用
い，変位で表記し，下記のようになる．
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ポイント2

2) 外力のポテンシャルV

x

l
EI

OM

P( )w x

( )v l
( ) ( )0 0 0v v′= =

( )v x

( )v l′

V=－外力×外力の作用点の作用方向の変位

下図の場合の外力のポテンシャルは下式のようになる．

( ) ( )
0

l
OV P v l M v l w vdx′= − ⋅ − ⋅ − ⋅∫
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まとめ

1) 最小ポテンシャルエネルギの原理：
幾何学的境界条件を満足する変位の内，Π を最小に
する変位が正解を与えることを主張する．

2) 最小ポテンシャルエネルギの原理より，変位で表し
た釣合い式・力学的境界条件が得られる．
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最小ポテンシャルエネルギの原理を用いた例題を

⑫ 最小ポテンシャルエネルギの原理 例題

で解説します．

次の解説について
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質問・要望・意見

よりわかりやすく，役に立つ内容にし
たいと考えています．

質問，要望，意見などを，どうぞ宜し
くお願い致します．

質問等の送付先は，ホームページに示
しています．

2021年6月版



仮想仕事の原理とエネルギ原理 トラス，梁，骨組

鹿島出版会 2019年９月
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